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b. On peut calculer la valeur de Y en fonction de celle de X

• On a vu que (Y = 10) équivalait à (X = 10).

• Si X = 9, il y a 9 bonnes réponses qui rapportent 9 points, et une mauvaise

réponse qui en retire un demi; donc Y = 8,5.

• Si X = 8, il y a 8 bonnes réponses qui rapportent 8 points, et deux mauvaises

réponses qui retirent deux demi-points; donc Y = 7.

• Etc.

On regroupe tous les résultats possibles dans un tableau.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Y −5 −3,5 −2 −0,5 1 2,5 4 5,5 7 8,5 10

Donc la note finale de Dominique est positive à partir de 4 bonnes réponses.

c. D’après le tableau précédent, P (Y 6 0) = P (X 6 3).

Donc P (Y 6 0) ≈ 0,78.

d. X prend toutes les valeurs entières entre 0 et 10.

Pour X bonnes réponses qui rapportent X points, il y en a 10− X mauvaises qui

retirent 0,5(10−X ) points.

Donc Y = X −0,5(10−X ) = X −5+0,5X = 1,5X −5.

e. D’après la linéarité de l’espérance mathématique, on a :

E (Y ) = E (1,5X −5) = 1,5×E (X )−5 = 1,5×2,5−5 =−1,25.

Exercice 4 5,25 points

Soit n un entier naturel non nul.

Dans le cadre d’une expérience aléatoire, on considère une suite d’évènements An et on note

pn la probabilité de l’évènement An .

Pour les parties A et B de l’exercice, on considère que :

• Si l’évènement An est réalisé alors l’évènement An+1 est réalisé avec une probabilité 0,3.

• Si l’évènement An n’est pas réalisé alors l’évènement An+1 est réalisé avec une probabi-

lité 0,7.

On suppose que p1 = 1.

Partie A :

1. On complète l’arbre des probabilités ci-dessous :
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A1

A2
0,3

A30,3

A30,7

A2

0,7
A30,7

A30,3

2.
{

A2 , A2

}

forme une partition donc, d’après la formule des probabilités totales :

P (A3) = P (A2 ∩ A3)+P
(

A2 ∩ A3

)

=P (A2)×P A2
(A3)+P

(

A2

)

×P A2
(A3)

= 0,3×0,3+0,7×0,7 = 0,58

3. P A3
(A2) =

P (A2 ∩ A3)

P (A3)
=

0,3×0,3

0,58
≈ 0,16

Partie B :

Dans cette partie, on étudie la suite
(

pn

)

avec n > 1.

1. On complète l’arbre des probabilités ci-dessous :

An
pn

An+10,3

An+10,7

An

1−pn

An+10,7

An+10,3

2. a.
{

An , An

}

forme une partition donc, d’après la formule des probabilités totales :

pn+1 = P (An+1) =P (An ∩ An+1)+P
(

An ∩ An+1

)

=P (An)×P An
(An+1)+P

(

An

)

×P An
(An+1)

= pn ×0,3+
(

1−pn

)

×0,7 = 0,3pn +0,7−0,7pn =−0,4pn +0,7

On considère la suite (un), définie pour tout entier naturel n non nul par : un = pn −0,5.

Donc pn = un +0,5.

b. un+1 = pn+1 −0,5 =−0,4pn +0,7−0,5 =−0,4(un +0,5)+0,2 =−0,4un −0,2+0,2

=−0,4un

u1 = p1 −0,5 = 1−0,5 = 0,5

Donc la suite (un) est géométrique de raison q =−0,4 et de premier terme u1 = 0,5.
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c. On en déduit que, pour tout n, on a : un = u1 ×qn−1 = 0,5× (−0,4)n−1.

Et donc pn = un +0,5 = 0,5× (−0,4)n−1 +0,5.

d. On a : −1 <−0,4 < 1 donc lim
n→+∞

(−0,4)n−1 = 0 donc lim
n→+∞

pn = 0,5.

Partie C :

Soit x ∈]0 ; 1[, on suppose que P An
(An+1) =P An

(

An+1

)

= x. On rappelle que p1 = 1.

On représente cette situation par un arbre de probabilités.

An
pn

An+11−x

An+1
x

An

1−pn

An+1x

An+11−x

1.
{

An , An

}

forme une partition donc, d’après la formule des probabilités totales :

pn+1 = P (An+1) =P (An ∩ An+1)+P
(

An ∩ An+1

)

=P (An)×P An
(An+1)+P

(

An

)

×P An
(An+1)

= pn × (1−x)+
(

1−pn

)

×x = pn −xpn +x −xpn = (1−2x) pn +x

2. On va démontrer par récurrence que pn = 1
2 (1−2x)n−1 + 1

2 pour tout n > 1.

• Initialisation

Pour n = 1, on a 1
2 (1−2x)1−1 + 1

2 = 1
2 +

1
2 = 1

Or p1 = 1, donc la propriété est vraie pour n = 1.

• Hérédité

On suppose la propriété vraie au rang n c’est-à-dire que pn = 1
2

(1−2x)n−1+ 1
2

; c’est

l’hypothèse de récurrence.

pn+1 = (1−2x) pn +x = (1−2x)

(

1

2
(1−2x)n−1 +

1

2

)

+x

= (1−2x)×
1

2
(1−2x)n−1 + (1−2x)×

1

2
+x =

1

2
(1−2x)n +

1

2
−x +x

=
1

2
(1−2x)n +

1

2

La propriété est donc vraie au rang n +1.

• Conclusion

La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire pour tout n > 1; d’après le

principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n non nul.

On a donc démontré par récurrence sur n que pn = 1
2

(1−2x)n−1 + 1
2

pour tout n > 1.

3. 0 < x < 1 donc −2 <−2x < 0 et donc −1 < 1−2x < 1.

On en déduit que lim
n→+∞

(1−2x)n−1 = 0 donc que lim
n→+∞

pn = 1
2

.
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