Exercice 4 5,25 points

Soit n un entier naturel non nul.

Dans le cadre d’'une expérience aléatoire, on considére une suite d’événements A, et on note
pn la probabilité de I'événement A,,.

Pour les parties A et B de I’exercice, on considere que :

* Sil'évenement A, est réalisé alors I'éveénement A, est réalisé avec une probabilité 0,3.

e Sil'événement A, n’est pas réalisé alors I'évenement A, est réalisé avec une probabi-
lité 0,7.

On suppose que p; = 1.

Partie A :

1. On complete I'arbre des probabilités ci-dessous :
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0,3 A
0,3 A2 <
/ 0,7 As

2, {Ag ) A_g} forme une partition donc, d’apres la formule des probabilités totales :

P(As) = P (Ao A3)+ P (A3 01 A3) = P (A3) x Py, (4s) + P43 x P (A3)

=0,3x0,3+0,7x0,7=0,58
P(A;nAz) 0,3x0,3

3. Py (As) =
45 (42) P (As3) 0,58

~0,16

PartieB:

Dans cette partie, on étudie la suite (p,,) avec n > 1.

1. On complete I'arbre des probabilités ci-dessous :

0,3 Ap+1
An
Pn
0,7 Ap+1
0,7 Ap+1
1-pn S
An
0,3 Ap+1

2. a {An , A_,,} forme une partition donc, d’apres la formule des probabilités totales :

Pn+1 :P(An+1):P(AnﬂAnH)"‘P(A_nnAnﬂ)

= P(An) x Pa, (A1) + P (A7) % Po=(Ans1)

=pnx0,3+(1-py)x0,7=0,3p, +0,7-0,7p, =—0,4p, +0,7

On considere la suite (u,), définie pour tout entier naturel » non nul par : u, = p, —0,5.

Donc p, = u, +0,5.

b. Uns1=Pps1—0,5=-0,4p,+0,7—0,5=—0,4(up+0,5)+0,2 = —0,4u, —0,2+0,2

=-0,4u,
uy=p;1—-05=1-0,5=0,5

Donc la suite (u;) est géométrique de raison g = —0,4 et de premier terme u; =0, 5.
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c. On en déduit que, pour tout n,ona: u, = u; x "1 =0,5x (-0,4)" L.

Et donc p, = u, +0,5=0,5x (-0,4)" 1 +0,5.
d. Ona:-1<-0,4<1donc lim (-0,4)"!'=0donc lim p,=0,5.
n—-+00 n—-+00

PartieC:

Soit x €]0; 1[, on suppose que PA—n (Aps1) = Pa, (An+1) = x. Onrappelle que p; = 1.

On représente cette situation par un arbre de probabilités.

I-x Ap+1

/

An

Pn \

X Api1

An+1

n

1-x A

1. {An , A_n} forme une partition donc, d’apres la formule des probabilités totales :
Pni1=PApt1) =P(AnnAp)+P (A_nﬂ An+1)
= P(An) x Pa, (Ans1) + P (A7) x P4 (Aps)
=ppx(1=X)+(1-pp)xx=pp—xpp+x—xpp=01-2X)pp+x
2. Onva démontrer par récurrence que p, = %(1 —2x)" 1+ % pour tout 2 > 1.
* Initialisation
_ 1 1-1,1_1,1_
Pourn—l,onaz(l—Zx) +§—§+§—1
Or p; =1, donc la propriété est vraie pour n = 1.
e Hérédité
On suppose la propriété vraie au rang n c’est-a-dire que p, = %(1 —2x)" 14 % ; C'est
I'hypothése de récurrence.
1 |
Pnr1=10-2xX)pp+x=(1-2x) E(I—Zx) +§ +Xx
(1250 x 2(1=20" + (1-20) x s+ x= L1 -20)" + 2 —x+
=(1-2x)x=-(1-2x —2x)x—+x=—-(1-2x ——X+X
2 2 2 2

1 .1
=—(1-2x0)"+=
2 2
La propriété est donc vraie au rang n + 1.
* Conclusion

La propriété est vraie au rang 1 et elle est héréditaire pour tout n > 1; d’apres le
principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier # non nul.

On a donc démontré par récurrence sur n que p; = %(1 —2x)" 1+ % pour tout nn > 1.
3. 0<x<ldonc—-2<-2x<0etdonc-1<1-2x<1.

On en déduit que lim (1-2x)""!=0doncque lim p,= %
n—+oo n—+oo



